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Introduction : pourquoi faire des statistiques correctement est important
Un exemple historique : le paradoxe de Gibbs

« Sivotre experience necessite des L'ensemble canonique et I'ensemble grand-
statistiques, vous auriez dU réaliser une canonique de Gibbs, dérives du principe de
meilleure expérience. » I'entropie maximale, échouent a prédire

correctement les propriéetes
thermodynamiques des systemes
physiques réels.

Les entropies préedites sont toujours plus
grandes que celles observées... il doit donc
exister des contraintes microphysiques
supplementaires :

= Discretisation des niveaux d'énergie :
\‘ rayonnement : Planck (1900), solides :
3 Einstein (1907), Debye (1912), Ising (1925),

Ernest Rutherford J. Willard Gibbs atomes individuels : Bohr (1913)___
(1871-1937) (1839-1903)

= ...Mécanique quantique : Heisenberg,
Schrodinger (1927).

Les premiers indices indiquant le besoin d’une physique quantique ont eté decouverts
grace a des applications apparemment « infructueuses » des statistiques. 3




Comment raisonner rationnellement en présence d’incertitudes / Ce n’est (probablement !) pas la bonne personne.
La formule de Bayes

Comment mesurer une grandeur ?
Comment verifier une théorie ? Plus
géneralement, comment la connaissance
progresse-t-elle ?

La formule de Bayes (1763): une identité
mathématique sur la facon dont nous analysons

des observations et changeons d'avis lorsque Thomas Bayes
nous obtenons de nouvelles informations. (1701-1761)
Mais pourquoi l'utiliser ? Richard Price

(1723-1791)

" Laformule de Bayes est triviale et dépassee.

Pierre-Simon de Laplace
(1749-1827)

" Elle mesure la croyance. Elle dit que nous
pouvons apprendre méme a partir de
données manquantes ou incomplétes, a
partir d'approximations, a partir de
l'ignorance. Elle va a I'encontre de la
conviction que la science exige objectivite et
precision.

= Apreslamort de Laplace, elle a été déclarée , - B0
morte et enterrée. Photos prises a Bunhill Fields Burial Ground, City of London, en 2021
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Controverse : fréquentisme versus bayésianisme

Deux conceptions de la nature des
probabilités et des questions scientifiques :

" Probabilités « objectives » liées a la
fréquence de phénomeénes aléatoires
répétitifs. Questions liées a des expériences

déterminées et reproductibles. o it SV B
Harold Jeffreys

o
Leonard J. Savage

" Probabilites « subjectives » liees a la (1891-18989) (1917-1971)
certitude accordée a une mesure ou a une
theorle.lQue.:stlo.ns lices a de_s plhenomenes et Fisher publiait parfois des insultes que seul un saint pourrait
des choix n‘impliquant pas l'idee d'une entiérement pardonner.
répétition. Savage 1976, Annals of Statistics

Techniques fréequentistes et bayesiennes
donnent les mémes resultats des qu’on
travaille sur des grands echantillons. Ce
n‘est que sur des petits nombres et des
faibles occurrences que l'estimation
frequentiste et I'induction bayésienne

Karl Pearson Ronald Aylmer Fisher Jerzy Neyman different. 5
(1857-1936) (1890-1962) (1894-1981)




La théorie qui ne voulait pas mourir

Et pourtant, la formule de Bayes a
aide a resoudre beaucoup de
problemes pratiques :

" Prouver l'innocence d’Alfred Dreyfus

(Henri Poincaré, 1899-1906),

= Sauver le systeme téléphonique Bell
de la panique financiere (Edward C.
Molina, 1907),

" Preédire lestremblements de terre et

les tsunamis (Harold Jeffreys, 1930-
1940),
Casser le code Enigma de la marine

the theory ﬁ;
< that would m
not die ./ g§*
how cracked
*=<. the enigma code,
hunted down russian
submarines & emerged
triumphant from two &
centu[r)ies of controve/ri; .

" Prouver que la cigarette cause le
cancer du poumon (Jerome
Cornfield, 1951)...

Rechercher un bombe H puis un
sous-marin perdus en mer (John P,
Craven, 1966-1968)

Sharon Bertsch McGrayne (2012)

La bataille scientifique a dureé 150 ans,
jusqu'a l'arrivée des ordinateurs.

La supériorité des méthodes bayésiennes est aujourd'hui un fait
largement démontré dans une centaine de domaines différents. On peut
argumenter avec une philosophie ; il n'est pas si facile d'argumenter avec
une sortie d'ordinateur, qui nous dit : « Indépendamment de toute votre
philosophie, voici les faits de performance réelle ».

Jaynes 2002, Probability Theory — The logic of science

allemande (Alan Turing, 1940-1944),

Probability Theory

The Logic of Science

E. T. JAYNES

Richard Threlkeld Cox
(1898-1991)

Jaynes (2002)

Edwin Thompson
Jaynes (1922-1998)

Théeoreme de Cox-Jaynes (1946) : la théorie
(bayésienne) des probabilités est la seule « logique
de la science » possible.




La « théorie des probabilités » d’apres Jaynes : une extension de la logique ordinaire

Theéorie des probabilités

Logique
booléenne

Principe
d'entropie

. Theorie de la
maximale

décision,
Theorie des jeux,
Theorie de la
conception
experimentale

Bayésianisme
empirique

Inférence bayésienne

Statistiques
fréquentistes




Plan — vous pouvez voter pour les sujets que vous souhaitez !

° Principes de base de la theorie des probabilites
* Champs gaussiens aleatoires
° Traitement bayésien du signal et filtrage de Wiener

= Debruitage bayesien
" Separation bayesienne des composantes

* Méthodes Monte Carlo et chaines de Markov : I'algorithme de Metropolis-Hastings
* Exemple d’'inférence de parametres (cosmologie avec les donnees des supernovae)

®  Chalnes de Markov hamiltoniennes

" Emulateurs
* Exemple de comparaison de modeles (I'éclipse de 1919)
* Priorsd'ignorance et le principe de |'entropie maximale
* Theorie de l'information et apprentissage automatique supervise
* Theorie bayesienne de la décision et théorie bayésienne de la conception expérimentale
* Reseaux bayesiens, modeles bayésiens hiérarchiques et Bayésianisme empirique




I Les principes de base de la théorie des probabilités

Les probabilités jointes et les probabilités conditionnelles:  p(A, B) = p(A|B)p(B)
Les probabilités marginales: p(A) = /p(A,B) dB

La régle du produit (« et » logique) : P(AB|C) = p(A|BC) p(B|C)
La régle de la somme («ou » logique) : p(A + B|C) = p(A|C) + p(B|C) — p(AB|C)

La formule de Bayes (inférence des parametres d’'un modele) :
vraisemblance prior

posterior
Dsld) — PAdls) p(5)
p(d) ~—— évidence

P(d‘Ml)
p(d‘Mz)

Le facteur de Bayes (comparaison bayesienne de modeles): B, =
o pldlM) = [ pdlsis Mplsi| M) s

Le ratio des evidences (et non des vraisemblances) prend en compte I'effet « rasoir d’'Occam ».
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Champs gaussiens aléatoires
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https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/GRF_and_fNL.ipynb
https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/GRF_and_fNL.ipynb

Champs gaussiens aléatoires

Définition : tout vecteur aleatoire & de distribution de probabilité (pdf) :

1 1 _
p(x‘ﬂ/, O) — \/Wexp _5(33 o /‘L)TO 1(33 o /J/)

—2Inp(z|p, C) = (x — u)TC H(x — 1) + In |27C| ... C'est tout !

Génération de champs gaussiens aléatoires :

= Tirer un vecteur de bruit blanc £ (variables gaussiennes non corrélées et de moyenne nulle et variance
unitaire)

" Trouver la racine carrée de la matrice C': vV C' (n'importe quelle matrice satisfaisant cette condition
convient)

" Calculer: x = \/55 + 1

1



Champs gaussiens aléatoires : exemples

bruit blanc histogramme
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Champs gaussiens aléatoires : exemples
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matrice de covariance champ gaussien histogramme
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Champs gaussiens aléatoires : exemples

1
(142 —j|/2)
matrice de covariance

Cij =

0 10

200 08

400 06

600 0.4

800 02
1000 0.0 | | JL | |
0 200 400 600 800

1000

champ gaussien

T
o 200 400 £00 800

0040 4

035 4

030 4

025 4

020 4

015 1

010 4

005 4

00

histogramme




Champs gaussiens aléatoires : exemples
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Champs gaussiens aléatoires : exemples

i~

C.: = cos

matrice de covariance champ gaussien
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Les histogrammes de champs aléatoires gaussiens ne sont pas toujours gaussiens !




Exemple de signal non-Gaussien

s =&+ fa.®® oU & estun champ gaussien aléatoire.

En cosmologie, cela s'appelle « non-gaussianite de type local ».
Les non-gaussianités primordiales renseignent sur la physique de l'inflation cosmologique.

signal histogramme
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La pdf a un point possede une asymétrie (skewness).
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Probabilités marginales et conditionnelles de champs gaussiens aléatoires

On travaille avec deux variables qui constituent conjointement un champ gaussien (x) :
Y

Alors x et y sont des champs gaussiens dont les probabilites marginales ont pour

Movyenne : [t = ( ) Matrice de covariance: C' = ( )
Y Hy Cye  Cyy

(Les moyennes et covariances marginales sont simplement les parties correspondantes de la
moyenne et de la covariance jointe.)

Les probabilités conditionnelles sont également gaussiennes avec :

Moyenne , Haly = Hax + Oﬂ?ycy_yl (y — My)

. . -1
Matrice de covariance:  Couly = Cuw — Coy O, Ca

18
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Traitement bayésien du signal et
filtrage de Wiener
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https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/WienerFilter_denoising.ipynb
https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/WienerFilter_denoising.ipynb
https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/WienerFilter_denoising_CMB.ipynb
https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/WienerFilter_denoising_CMB.ipynb
https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/WienerFilter_denoising_CMB.ipynb
https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/WienerFilter_deblending.ipynb
https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/WienerFilter_deblending.ipynb

Le filtrage de Wiener : débruitage bayésien d’un signal

°* Modele dedonnées: d=s+n ou (2) est un champ gaussien aléatoire (conjointement).

* Solution:
pisja = pis + CsaCy (d — pia)
Csla = Css — Osdcd_dlcds
* Notations: Ci,=SetC,, =N
° Hypotheses suppléementaires: C,, = C,, =0.Alors:
Caa=S+N
Cag=Ciu+Cop=Css =S

| Norbert Wiener
_ _ (1894-1964)
° Expressions finales :

pisjd = pis + S(S + N)"Hd — pa) = ps + (ST + N TNTHd = pra)
Caa=S—S(S+N)'§=(8 +N 1!




Exemple de débruitage par filtrage de Wiener

Hypotheses concernant la matrice de covariance du signal et du bruit

010 4
S 0.08 N —1
Signal covariance matrix Inverse of the noise covariance matrix
200 04 4 200
400 002 1 400
000 4
BOD . ; ; ; ; . 600
) 200 400 GO0 go0 10040
A00 Mask an0
10 A —
1000 + 1000
0 200 400 GO0 800 1000 o 200 400 B00 800 1000
0.8 1
06 1
0.4 1
0.2 1
0.0

o 200 400 200 go0 1000
21




Exemple de débruitage par filtrage de Wiener

Geéneération d'un signal et de données synthéetiques

Signal
« true signal
o IIEICI 4EII[I EEIII'J B[;I[I

1000

d=s+n

Moise and data

noise
« masked data

200 400 200

800

Signal and data

= true signal
« masked data

L

200

400 &00

800 1000
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Exemple de débruitage par filtrage de Wiener

* Filtrage de Wiener
* Lamoyenne de la reconstruction correspond a I'estimateur maximum a posteriori.

Cyja = (S_1 + N_l)_1 fhs|d = s + Os|d,N_1(d — ld)

Signal reconstruction

Covariance matrix of the Wiener Filter 3
0 « true signal

« reconstructed signal
200
400
GO0

s /““'ﬂ.

8OO

1000 T T T .
0 200 400 500 800 1000 o 200 400 &00 Bog 1000




Exemple de débruitage par filtrage de Wiener

Simulations contraintes du signal débruité

Ssim = Hs|d + V C.Sldf Ssim — Strue

. Constrained realizations ; Residuals
« true signal
« constrained realization
2 2
. ;“ ¥y, u - {‘wws
-
-
-1 J -1 ‘
_2 T T T T _2 T T T T
0 200 400 GO0 BOO 1000 ] 200 400 BOO 8OO 1000
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Le filtrage de Wiener : séparation bayésienne de composantes mélangées et bruitées

1 0 1

Modeéle dedonnées: d=[as | + | 21 | + | no

Hypotheses:

Solution:

0 i) ns

Owld:(owlﬂ?l O:Elwl 0) C’7’11“1 0 0

C’n,n — 0 Cﬂznz 0
anzd — (0 ngazg O:L‘ga:‘g) 0 0 Cngng
Caclac1 + Cn1n1 O:Ela:l 0
Cdd — Omlacl Omlacl + Omgmg + Ongng Oa:gmg
0 O:cg:cg ngacg + Cngng
Hay|d = Cmdcfiild Hag|ld = Oﬂ?zdcd_dld
Cw1|d — Omlafl - Cwldcd_dlcdml Oa:2|d — ngwg _ ngdc(;ilcdmg

25
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Méthodes Monte Carlo et chaines de
Markov
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https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/Sampling_Importance_Rejection.ipynb
https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/Sampling_Importance_Rejection.ipynb
https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/Sampling_Importance_Rejection.ipynb
https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/MCMC_MH.ipynb
https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/MCMC_MH.ipynb
https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/Supernova_MCMC_HMC.ipynb
https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/Supernova_MCMC_HMC.ipynb
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Intégration Monte Carlo : échantillonnage standard

Target pdf

Standard Monte Carlo integration

10 1

0.8 4

06 4

0.4

02

0.0

T T T T T T 00 4
05 10 15 20 25 30 0.0

0 [3] trueI-quad(target_pdf,a,b)[@]

truel

Out[6]: 1.5707963267948966

In [9]:

Out[9]:

StandardMonteCarloI=-np.sum(samples)*(b-a)/Nsamp
StandardMonteCarlol

1.660402945484072

30

27
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Intégration Monte Carlo : échantillonnage préférentiel (importance sampling)

Importance sampling: samples and weights

10 = farget
proposal

0.8

0.6
Importance sampling: target pdf and proposal pdf

—— target

proposal
0.4

02

i

—— target/proposal

0.0

30

25

20

0.0

DIS 1‘0 1‘5 2‘0 2‘5 3‘0

05

(]

0o 0s

N,
z : samples c
—1 p x’&w’& 0 [k Importancel=np.average(samples,weights-weights)
[ > 1— Importancel

Nsarnp les
— 1 wz Out[14]: 1.510@957559182684




In [15]:

In [16]:

Importance resampling

A problem with importance sampling is the situation in which all but one of the weights are close to
zero. To avoid with situation, we can do importance resampling. We draw Nresamp new samples from
the current sample set with probabilities proportional to their weights. We replace the current samples
with this new set, and the the current weights by 1/Nresamp (drawing according to the importance

weight replaces likelihoods by frequencies).

Nresamp-166

normalizedweights-weights/np.sum(weights)

resamples=np.random.choice(samples, size-Nresamp, replace , p=normalizedweights)
reweights=1. /Nresamp“np.ones(Nresamp)

Weights are then updated given their likelihood, as in the previous importance sampling step.

reweights*-target_pdf(resamples)/(1./Nresamp)

10

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Intégration Monte Carlo : ré-échantillonnage préférentiel (importance resampling)

Importance resampling

T | Py

0o

In [18]:

Out[18]:

05 10 15 20 25

Nsamples
D im1 LW

Nsamples
Dict W,

ImportanceReI-np.average(resamples,weights-reweights)
ImportanceRel

1.531675529534044
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Intégration Monte Carlo : échantillonnage par rejet (rejection sampling)

Rejection sampling

Rejection sampling

In [23]:

Out[23]:

In [24]:

Out[24]:

fraction=float(len(accepted_samples))/Nsamp
fraction

0.465

fraction=float(len(accepted_samples))/Nsamp
RejectionI=fraction*upperbound”(b-a)
RejectionI

1.468848583919254




Chaines de Markov Monte Carlo (Markov Chain Monte Carlo - MCMC)

Propriété de Markov :

" L'information utile pour la prédiction du futur est entierement contenue dans I'état présent du
processus et n'est pas dépendante des états antérieurs (le systeme n'a pas de « mémoire »).

" Mathématiquement : la distribution conditionnelle de probabilité des etats futurs, etant donnes les
états passés et I'état présent, ne dépend que de I'état présent et non pas des états passés.

Algorithme de Metropolis-Hastings :
begin

initialise xg);
for i =1 ton do
x" ~ q(x*|x) (proposal distribution); . )
‘ - : Y R ; . ;o Pl I\ | . .
Q) U(U,.l) _(unlfornj distribution); Cas genera| oz xt) = p(x*) q( ) (ratio de Hastlngs)
if « <min([l,7(xz,2")| then p(x) q(z*|x)
\1 T =@ ()
. . pLar .
o _ Cas particulier: r(z,z*) = L (Metropolis update)
| @) =261 ()
end
end I 4 - * *
ns | n proposal symétrique : q(x*|x) = q(x|x
SR dans le cas d'un proposal symétrique : ala”[z) — g(ala")

31




Algorithme de Metropolis-Hastings : implémentation

begin MH_sampler(Ntries,theta_start,Ntrials,Nsuccesses,lh,prior,proposal_sigma
initialise @ q); pEEE R )
. ’ samples=np.zeros(Ntries+1l
for i =1 ton do samples[@]=theta_start
x" ~ q(x*|x) (proposal distribution); theta-theta_start
. ; . s . . 1 range(Ntries
@ A U((} l) (llIllfUIII] dlbtrlbutlon)? theta_p - theta + proposal_pdf(proposal_sigma).rvs

if « <min[l,r(x,x”)] then
| T =2

a = min(1, target_pdf(theta_p,Ntrials,Nsuccesses,lh,prior)/target_pdf(theta,Ntrials,Nsuccesses,lh,prior

else u = np.random.uniform
Li:y = Lii 11" u a
‘ d () (i-1); Naccepted+=1
en theta-theta_p
end samples[i+l theta
. Naccepted, samples
return (z(,...,Tm));

end

Casgénéral:  r(z.x (ratio de Hastings)

(Metropolis update)

Cas particulier: r(z,z*) =

dans le cas d’un proposal symétrique : q(x*|x) = q(x|x*)
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Exemple de MCMC

° Probleme considéere : une expérience de Bernouilli (/Vi,.1s €Xpériences indépendantes avec une
probabilité de succes ).

* Lavraisemblance pour ce probleme est la distribution binomiale :

N, trials
p(Nsuccessesa Ntrialsa 9) —

NSUCCGSSGS

eNsuccesses(l L Q)Ntrjals_Nsuccesses

° Resultat analytique : la distribution beta est une famille de priors conjugues, c’est-a-dire : si le
prior est B(q, 3), alors le posterior est B(a/, ') avec o = o + Nyycesses

!/
/8 — )8 + N trials — N sucesses

Analytic solution Trace plot Metropolis-Hastings sampling, acceptance ratio=0.452

= pricr
== analytic posterior
[ MH posterior

= prior 0.60 : 10 4
—— likelihood :
—— posterior
== groundtruth 055

— T T T .
02 0.4 06 08 10 0 2000 4000 8000 8000 10000 00




Diagnostics des chaines de Markov : les trace plots

* L'ajustement du proposal :

sigma=0.1, acceptance ratio=0.451 sigma=4, acceptance ratio=0.019 sigma=0.003, acceptance ratio=0.952

060 ¢ : -L . .

adequate step size step size too large step size too small
055 1 1 1
CENR | ] ]
045 1 1

-
040 J# § _
0.35 1 1
|
0.30 4 . 1
L

025 4 1 1

T T ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !

0 200 400 600 800 1000 © 200 400 BO0 800 1000 0O 200 400 BO0 800 1000

sample number sample number sample number



Diagnostics des chaines de Markov : les trace plots

° Plusieurs chaines independantes, difféerents points de depart :

Trace plot for different chains

0.9 +

0.8 1

07 1

0.6 -

04 -

0.3 -

02 1

01 A

sample number




Diagnostics des chaines de Markov : convergence — le test de Gelman-Rubin

Parametres:

® 9 :nombre de chalnes

) 1y
" n :longueur des chaines Y, = - Zwij
Définitions : . —l
. . . . . n . N2 - 1 -
" Variance inter-chaines (“between” chains variance) : B = . — = — :
2 (W) b= U
7=1 7=1
" Variance intra-chaines (“within” chains variance) : = i Z 52 o 1 - 7\ 2
a2 g e
=1

Estimateurs (de la variance du posterior marginal de chacun des parametres) :

" var = W sous-estime la variance

- n 1 . .
var = W + —B sur-estime la variance

n—1 n
Test de Gelman-Rubin:

— +
" Facteur de réduction d'echelle potentiel (Potential scale reduction factor— PSRF): R = \fir_
= Test: R — 1 quand n — oo .On vise typiquement R —1 <1072 vat
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Notebook :

Priors d'ighorance et le principe de
I'entropie maximale
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https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/LighthouseProblem.ipynb
https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/LighthouseProblem.ipynb
https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/MaximumEntropy.ipynb
https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/MaximumEntropy.ipynb

I Priors d'ignorance, équations fonctionnelles et groupes de transformation

Priors d'ignorance : I'idée est d'imposer I'invariance de I'état de connaissance selon une
transformation :
p(T'(x))dT(x) = p(x)dx

Cas le plus simple : symétrie sous I'échange de deux modeles M et M5 :

p(Mi) = p(Mb) m) (M) = p(Ms) = ! Symeétrie Zs

p(M1) +p(Ms) =1 .
Incertitude maximale sur un « paramétre de localisation » de la distribution: T'(z) =z +s Vs

Incertitude maximale sur un « paramétre d'échelle » de la distribution: T'(x) = ax Va

dl'=ad .
() _aa]m) (az) Va » p(x) = C'/a Prior de Jeffreys Symétrie U(1)

Cas géneéral : spéecifier un groupe de transformations et résoudre une equation fonctionnelle.
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Le probléme du phare (the lighthouse problem) 0

d X
r =dtan6 7 >
2 ' =
dz = d(1 + tan®60)dd  Si p(0 p(r) ¢ ———
d + 22
p(x)dx = p(6)dd . o
Lorentzienne/Distribution de Cauchy
Different priors Lorentzian versus Gaussian
0.200 —— Uniform distribution (flat prior on x) 0.16 — Lorentzian
Jeyfirey's priar — Gaussian
—— Lorentzian (Cauchy distribution) (flat prieron &)
0175 0.14
0150 012
0125 0.10
0100 0.08
0075 0.06
0.050 0.04
0025 0.02
0.000 0.00
-10.0 75 50 75 Y 25 50 75 100 -100 75 =0 -15 00 25 50 75 10.0

Un état d'ignorance maximale pour une variable n'est géneralement pas la méme chose qu’un
état d'ignorance maximale pour une fonction non-linéaire de cette variable. =




Le principe de I'entropie maximale

Maximiser I'entropie : une methode générale pour sélectionner un prior en tenant compte de:
= [l'indifférence a l'égard des états de connaissance eégale
® d'informations préalables pertinentes

Quelle forme doit avoir H|p| pour une source d’informations produisant IV « mots » finis avec
des probabilites respectives py, ?

Désidératas:
. . 1 N
" Sitous les mots sont équiprobables (Vn, p,, = N ), alors H [p| doit croitre avec V.

= Siles mots sont générés en deux étapes (1 : choisir un sous-ensemble de mots ; 2 : choisir un mot dans
ce sous-ensemble), alors I'entropie doit étre la somme des entropies associées a chaque étape.

‘ Théoréme (Shannon): H|[p] o< — an log, pr
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La naissance de la théorie de I'information

* Photos prises au Science Museum (South Kensington, Londres) en 2021.:

Claude Shannon
1916-2001

Claude Shannon was a mathematician and electrical
engineer. Whilst working at Bell Laboratories he

Pourquoi ne pas appeler ¢ca de
I'entropie ? Premierement, un
développement mathématique tres
semblable au votre existe déja dans
la  mécanique  statistique  de
Boltzmann, et  deuxiéemement,
personne ne comprend trés bien
I'entropie, donc dans n'importe
quelle discussion, vous serez dans
une position avantageuse.

von Neumann a Shannon, a propos d’un
nom pour « I'information manquante »

discussed artificial intelligence and the far-reaching
possibilities of digital computers with Alan Turing.
For the first time, Shannon gave ‘information’

a mathematical value. He inspired a new academic
field, information theory, which underpinned
developments in modern communication.

image: Time Life Pictures/Getty Images




Le probléme du dé pipé

1
Pour un dé non pipé, p, = - Vn € [1, 6]: le principe d'indifférence suffit.

Maintenant supposons que la valeur moyenne apres de nombreux lancés n'est pas 3,5 mais 4.
Quelle est la loi de probabilite dans ce cas ?

Il nous faut maximiser H [p] avec deux contraintes :
6 6
<n>,= Y np, =4 et Y pa=1
n=1 n=1

Méthode (1) : par force brute!

= Obtenir ps et ps enfonction de pi, ps, Ps, pa.
6

= Exprimer H|[p| = an In p,, enfonction de p1, po, p3, pa.

L

= Dériver et résoudre S 0  pourtout n € [1,4].
Pn
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Le probléme du dé pipé

Methode (2) : une solution plus elégante qui respecte la symeétrie des variables : la méthode des
multiplicateurs de Lagrange.

6
On écrit le Lagrangien:  L[{p.}, \ u] = an Inp, — A (Z np, — 4) (an - 1)
n=1

oL 8£

Les deux contraintes sont : -0 et — =0
)Y o
a_ﬁz() donne —1—-Inp, —An—pu=20
Opn o—n

Pn=-7— avec mZ=1+ypu

6
. L _ 1 —e %
La contrainte de normalisation impose: Z =) ™" = ———
— et — 1
La contrainte sur la moyenne est obtenue en remarquant que :

dIn Z 1d7 = e <
T :_Eﬁ_zn =2 nn =4

Cela donne une équation a résoudre pour ¢*: e*/(e* —1)—6/(e* —1) =4
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Le probléme du dé pipé

| fair dice
W lpaded dice

probability

face

° Ceciestun exemple de théorie des probabilités au-dela des statistiques bayesiennes : nous
avons obtenu numeriquement les valeurs d'une distribution de probabilité, conditionnée a

certaines observations, sans utiliser le théoreme de Bayes.

° Analogie thermodynamique: |
" Dé non pipé = ensemble micro-canonique p,, = N

" De pipe (avec moyenne connue) = ensemble canonique

e~ Bkn 1 E, = énergie des différents états

Pn = s LT : . , . . , .
Z B 7 = fonction de partition = évidence en statistiques bayésiennes
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https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/IT_noisy_binary_channel.ipynb
https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/IT_noisy_binary_channel.ipynb

Le canal symétrique binaire bruité

signal noisy signal
T USED T THINK, THEN T TooK A | | SOUNDS LRE ™ME ( : THEN,
CORRELATION MPUED | | STAMSTICS Cuavss, | | CLasS HELPED. 0——=0

PN e Rl 7
K% B F1) <

https://xkcd.com/552/

Source Encodeur Saps! Decodeur
S t ruite I. é
. . K
Taux de transfert d'informations: R = ﬁ -
4t N
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https://xkcd.com/552/

I Le code R3

S 0 0 1 0 1 1 0
A~ AN A A A A A

t 000 000 111 00O 111 111 00O

n 000 001 000 000 101 000 00O

r 000 001 111 00O 0O10 111 O0O0O
o N S M N S

S 0 0 1 0 0 1 0

corrected errors *
undetected errors *

1
Taux de transfert d'informations : R[R;] = 5

MacKay 2003, chap. 1

50



transmitted (1st)

Le code R3 : exemple

T UsED ™ THINK, THEWN T Took A | | SOUNDS LkE THE
CORRELATION MPUED | | STAMSTICS cxass, | | CLASS HELPED,
) Now E DOw'r \
)
transmitted (2nd)
T UeED T THINK, THEN T Tork A | | SOUNDS LRE THE
CORRELATION MPUED | | STATISTICS C1ass, | | CLASS HELPED
) Now I DON'T \
]
transmitted (3rd)
T UsED ™ THINK, THEWN T Took A | | SOUNDS LkE THE
CORRELATION MPUED | | STAMSTICS cxass, | | CLASS HELPED,
NowW I DON'T

P9

9

§

_ recewed {lst)

‘received (2nd)

received (3rd)

uncorrected errors

51




I Le code de Hamming (7,4) : encodeur

On introduit le concept de controle de parite :

[N LN
W @

t = Gs G =

_ o) O O O
o R O o = O
_ = = O = O O
= - O = O O O

4
Taux de transfert d'informations: R[H(7,4)] = =

MacKay 2003, chap. 1
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Le code de Hamming (7,4) : décodeur syndrome

On introduit le concept de syndrome : @ i 1 1 |
v .

1
H= |<0

Algorithme pour la correction d'erreurs : i |
- - contrOles de parité identité

R, RO
S o~
o~ O
~ O O

-—

,"I \\l", 1* \\O/, \\
~ ’
! ‘\.--“ll Il
\\ 1 \\ 0 ¢ 0o,
\s__ :u‘:_‘zl
z = 100 z = 111

Syndrome z 000 001 010 011 100 101 110 111
Unflip this bit None r; 1rg 14 15 11 T9 T3

Exemple de correction d’erreur infructueuse :

MacKay 2003, chap. 1
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transmitted image

Le code de Hamming (7,4) : exemple

I UsED T THINK,

CORRELATION MPUED | | STARISTICS C1ASs,

CNJS&'HON.)

THEN I TOOK A

Now & DON'T,

&

SOUNDS LEE THE
CLHSSHELPED-

'N‘ELLI‘!H\fBE

M

tra nsmltted panty bits

received noisy image decoded
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Les codes de parité a faible densité (low-density parity-check codes — LDPC)

Graphe de Tanner :

contraintes de paritée

bits [ 1 2 3 4 5 6 7 3

N bits, M=(1-R)N contraintes de parité a controler
= 2RN « mots » possibles le dictionnaire

" une matrice de controle de parité creuse (sparse matrix)

Décodage des codes LDPC: la theorie générale emprunte a la physique statistique : les spins

d'Ising en interaction et I'approximation du champ moyen BP (Bethe-Peierls — Belief
Propagation).
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I Le théoréme de Shannon pour le canal symétrique binaire bruité

Taux de transfert d'informations 2| Ry et probabilité d'erreur p1, pour les codes a répétition

(pour NN impair) : 1 al N “n
R[RN] = < = (n) fra= "
(N+1)/2

MacKay 2003, equation (1.24)
Définitions :

" L'entropie (en base 2):

1
l—=x

1
Hy(x) = xlog, . + (1 — ) log,

" |acapacité du canal bruité :

C(f) =1 - Hy(f)

® Lalimite de Shannon:

o
N= 1m0
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Le théoréme de Shannon pour le canal symétrique binaire bruité

Error probability versus rate - Shannon's theorem

Théoreme de Shannon (1948) : les taux de 10! _ 4 o
transfert d'informations supérieurs a la : R
limite de Shannon sont realisables, les taux U I
inférieurs a la limite de Shannon ne sont .
pas réalisables. 101 C(f)
La frontiére entre régions realisables et . R = 1 Hy(f)

SR T p \ 10-7{ ° 2
non-realisables rencontre I'axe des R a s :
une valeur non-nulle R = C'(f).Onn'a pas :
nécessairement B — 0 si p, — 0. O
Les taux de transfert d’'informations L
. I\ . V4 10 -
jusqu'a la capacité du canal R = C'(f) sont )
réal_isat_)les avec une probabilité d'erreur py, Lo S chievable rot achievable
arbitrairement faible. .

1075570 0.2 0.4 c(f 0.6 0.8 1.0

R

— Shannon limit
= repetition codes 57
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https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/DecisionTheory.ipynb
https://github.com/florent-leclercq/Bayes_InfoTheory/blob/master/DecisionTheory.ipynb

Théorie bayésienne de la décision

La théorie bayésienne de la décision est un cadre pour la prise de décision optimale, étant
donneé un ensemble d’actions possibles et un état de connaissance incertain, représente par
une pdf p(#|I) (habituellement le posterior d’'une inférence bayésienne préalable a la prise de
décision).

Notations:
= {f)} = ensemble de paramétres (variables observées)
= {a} = ensemble d’actions possibles

Hypothése de |'utilité attendue : étant donné un ensemble de fonctions de gain G(a|f), la

régle de décision optimale consiste a effectuer I'action qui maximise I'utilité attendue U (al|l),

définie par
Uall) =<Glal6) >y = [ Glalo)p(olr) s

Il faut donc effectuer I'action a™ = argmax, U (al|l).
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Exemple : alertes bayésiennes

On recherche un événement E.On a accés a p(E|I) et p(E|I) =1 — p(E|I).

Il y a deux actions possibles:
® a; =donnerl'alerte

" a9 =nerien faire détection correcte

faux positif
(un « hit ») A/@« fausse alarme »)

Les fonctions d'utilité sont:  U(ai|1) = G(ai|E)p(E|I) + G(a1|E) [1 — p(E|1)]
U(as|I) = G(as|E)p(E|I) + G(as|E) [1 — p(E|I)]
k—Y—J

T fauxnégatif | rejet correct
(un « miss »)

A
}

Un choix typique de fonctions de gain: G(a|E) = GQO G(a1|F) = —C\
le gai d - le colt de d
GlaalB) =0 o e detectin C'(021 E) = neaere
Onadonc U(a|I) = p(E|I)(G - C) +[1 —p(E|N](-C)
Ulas|I) = 0

QlQ

» il faut donner l'alerte si et seulement si p(E|I) >
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https://arxiv.org/abs/1502.02690

Une régle décisionnelle pour la classification des structures dans la toile cosmique

Une espace de « paramétres d'entrée » :
{Ty = void, T = sheet, Ty, = filament, T3 = cluster}
Un espace de « déecisions possibles » :
{ag = “decide void”, a; = “decide sheet”, ay = “decide filament”,
az = “decide cluster”, a_; = “do not decide”}

C'est donc un probleme de theorie bayesienne de la decision : il faut effectuer I'action qui
maximise |'utilite attendue

3
Ula;(Zr)|d) = ZG(aﬂTz’) P(Ti(Z)|d)

Comment choisir les fonctions de gain ?

FL, Jasche & Wandelt 2015b, 1503.00730
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https://arxiv.org/abs/1503.00730

Un jeu de hasard avec I'Univers

Une proposition:
7.08

(1 o L
G(a;|T;) = < (o) o ., @ sheets
gt — if j€[0,3] andi#j « perdre » O filaments
( 0 if j =—1. « ne pas jouer » 4 74IZI clusters

En I'absence de données, I'utilité attendue est :
U(aj)=1—a if j#1  «joueraujeu»
Ula_1) =0 «ne pas jouer au jeu »

Pour a« = 1, c’est un jeu équilibré (fair game) = on va donc toujours jouer = on construit une
« carte speculative » des structures cosmiques.

Des valeurs & > 1 représentent une aversion pour le risque = on ne joue que si les données
sont informatives = on construit des « cartes conservatives » des structures cosmiques.

FL, Jasche & Wandelt 2015b, 1503.00730
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Jouons au jeu...

0 100 200 300 400 500

-voids filaments
- sheets clusters

- undecided

FL, Jasche & Wandelt 2015b, 1503.00730
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Réseaux bayésiens

P(C)  P(C)
0.5 0.5
Cosmology
?(C)
(C) T(M(|)C’2 =) ?(M(’)CS =¢) DM clusters DE clusters ¢ T(E’OCG: °) T(E]OC’42 °)
| | 2(MC) 0 I s

1 0.7 0.3
\ Galaxies
P(G|M, E)

P(GIM =m,E=¢) P(GIM=m,E=¢)

m e
0 0 0.10 0.90
1 0 0.95 0.05
0 1 0.95 0.05
1 1 0.99 0.01

Les réseaux bayésiens sont des modeles probabilistes (avec une representation graphique),
comprenant:

® Une graphe orienté acyclique (directed acyclic graph — DAG)
= A chacun des nceuds, les distributions de probabilités conditionnelles
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P(C)  2(C)

I Réseaux bayésiens
05 05
Cosmology
?(C)
c PM|C=c) PM|C=c) [

5 00 0.8 DM clusters DE clusters
: ' P(M|C) P(E|C)
1 0.7 0.3

\ Galaxies
P(G|M, E)

¢ PE|C=c) PE|IC=c)
0.6 0.4
1 0.1 0.9

m e PGM=mE=¢) PGM=m,E=e¢e)
0 0 0.10 0.90
1 0 0.95 0.05
0 1 0.95 0.05
1 1 0.99 0.01

Le graphe permet de simplifier I'ecriture de la probabilite jointe de toutes les variables :

p(C, M, E,G) = p(C) p(E|C) p(M|C, F) p(G|Z, M, E)

p(C,M,E,G) = p(C) p(E|C) p(M|C) p(G|M, E)
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I Réseaux bayésiens : inférence et prédiction

Inference:

o W o Zc:m:ep(C:Ca]\/I:maE:e?G:l) ~ 0.70305

_ p(BEG) _ 2emP(C=c,M=mE=1G=1) _ (3363 .
P(EIG) = TGy = 5 o pC=cM=mE=eG=1) — 0.70305 ~~ 0-4783

p(M,E,G) _ > . .p(C=c,M=0,E=0,G=1)
p(G) Yoo e P(C=c,M=m,E=e,G=1)

p(M|G) = PULG) _ e MOZOB B 00D 04313 ) 6135

p(M, E|G) = = 2% ~ 0.0420

Prediction :

_ p(G,C) 2o P(C=1,M=m,E=e,G=1)
p(GIC) = Ty = p(C=T)

= 0.7233
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I Réseaux bayésiens : les variables collisionneuses et le phénomene « explaining away »

_ p(E,]\/I,G) _ Zcp(czcaﬂ/leaEzlanl) _0.09405
p(EM/[’ G) — p(M,G) ). . p(C=c,M=1E=e,G=1) 0.4313 7 0.2181

_ p(B,G) _ YemP(C=cM=mE=1,G=1) _ (3363 .
PIEIG) =G = 5o pO=cM=mE=cG=1) — 0.70305 ~ 0-4783

On a donc a la fois :
p(E|M) = p(E)
p(E|M,G) < p(E|G)

(& est appelé un collisionneur. Ce phénoméne est appelé « biais de collision » ou « explaining
away » : deux causes rentrent en competition pour expliquer le méme effet.

Cas particulier : le « biais de selection » ou « paradoxe de Berkson » :
0<p(4) <1y 0<p(B)<1; p(A|B)=p(A)

A|B,C AlC
o=a+5 w50 TS o)
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I Le biais de Malmquist

° Le biais de Malmquist (1925) : dans les releves astronomiques limités par la magnitude des
objets, les objets eloignes sont preférentiellement detectes s'ils sont intrinsequement brillants.

A
log(luminosité)

observe

Gunnar Malmquist
(1893-1982)

log(distance)

0<p(4)<1l; 0<p(B)<1l; p(AlB)=p(4)
C=A+B > p(A|B,C) =1 > p(A|C)

AN

détecté  lumineux proche




Exemple de réseau bayésien : supernove (BAHAMAS)

Parameter Notation and Prior Distribution

Cosmological parameters

Matter density parameter Qm ~ UNIFORM(0, 2)
Cosmological constant density parameter Qp ~ UNIFORM(0, 2)
@ @ @ e @ ° @ @ @ Dark energy EOS w ~ UNIFORM(—2,0)
Hubble parameter Hy/km/s/Mpc = 67.3
/ Covariates
Coefficient of stretch covariate a ~ UNIFORM(0,1)
known/observed
- Coefficient of color covariate B (or By) ~ UNIFORM(0,4)
quantities
Coefficient of interaction of color correction and z 3, ~ UNIFORM(—4,4)
: s . o ¢ o
O latent variable Jump in coefficient of color covariate Ap ~ UNIFORM(—1.5, 1.5)
Redshift of jump in color covariate z¢ ~ UNIFORM(0.2,1)
Coefficient of host galaxy mass covariate 7 ~ UNIFORM(—4,4)
function of data Population-level distributions
and parameters  Mean of absolute magnitude M§ ~ N(—19.3,22)
Residual scatter after corrections 02, ~ INVGAMMA(0.003, 0.003)
Mean of absolute magnitude, low galaxy mass MP ~ N(-19.3,2%)
SD of absolute magnitude, low galaxy mass ol‘c’sz ~ INVGAMMA(0.003,0.003)

Mean of absolute magnitude, high galaxy mass 1\1(',li ~ N (-19.3,2?%)
hi 2

SD of absolute magnitude, high galaxy mass o ~ INVGAMMA(0.003, 0.003)
Corm Mean of stretch 21, ~ N(0,10%)

SD of stretch R;, ~ LOGUNIFORM(—5,2)

Mean of color ¢ ~ N(0,12%)

SD of color R, ~ LOGUNIFORM(—5, 2)

Mean of host galaxy mass Mg, ~ N(10,100%)

SD of host galaxy mass Ry ~ LOGUNIFORM(—5,2)

Shariff et al. 2015, 1510.05954
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Exemple de réseau bayésien : lentillage gravitationnel faible

PSF, instrumental noise cosmology galaxy
characteristics

P({x}) (P({¢})

Can include:

parameters @ @ Mask
haracterizi
Cdiiﬁ%uetriﬂ;g O Intrinsic alignments
Baryon feedback

[ P(sl) [ (2, {g}l{é})J Shape measurement

Photometric redshifts

(P} {x)) )

physical
quantities

(Pal{TI})))  (P(d]s, ) (Plzml2)
prgg:c.l?:ts @ 6 @

Alsing et al. 2015, 1505.07840
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Le bayésianisme empirique
une alternative au principe d’entropie maximale pour choisir un prior

prlor A)/perprlor

p(0|d) o< p(d|d) p (9l'f7)p(n

d) = / p(0n, d) p(n|d) dn = / P (dﬁ)digf ) p(n|d) dn
i) = [ ptnlt) o)

p(0
U

“CS

Va p(0|d) \,
n 0

Le bayesianisme empirique (Empirical Bayes) est une troncature de ce schema apres quelques
etapes (souvent une seule). (d|6) p(8]7*)
Cas particulier:  p(n|d) ~ op(n —n*(d)) = p(0|d) ~ £ p(dﬁy*)n

Cet algorithme s'appelle I'algorithme Esperance-Maximisation (Expectation-Maximisation — EM)
en machine learning, data mining.

‘ Schéma iteratif (analogue a un échantillonneur de Gibbs)
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